XXIV OLIMPIADA MATEMATICA DE CANTABRIA

PARA ESTUDIANTES DE 2° de ESO

Triangulos en espiral
Fijate en la siguiente construccion:

Se ha partido de un triangulo rectangulo (en rojo) de catetos iguales de longitud x. El siguiente
paso es construir otro triangulo rectdngulo de catetos iguales a la hipotenusa del triangulo
anterior. Y asi sucesivamente, cada nuevo triangulo es rectangulo con catetos iguales de
longitud la hipotenusa anterior.

a) Si el primer triangulo tiene catetos de longitud 1, ;cual es la longitud de los catetos
de los triangulos segundo, tercero, cuarto y séptimo?

b) ¢Cual es el area total de la figura cuando aparecen 8 triangulos rectangulos si x=1?

c) ¢Six=5, cuantas veces debemos repetir el proceso para que el lado de la hipotenusa
del tridangulo sea mayor que 2021?

Respuesta:

a) Los catetos de cada triangulo rectdngulo miden lo mismo que la hipotenusa del
triangulo rectangulo anterior. Si cada cateto mide una cantidad C, como ambos son

iguales, la hipotenusa mide \/C2 +C? =\/ZC2 —J/2C . Por tanto:

Cateto 2° = Hipotenusa 12 = /2 Cateto 1°=+/2-1=+2

Cateto 3° = Hipotenusa 22 = /2-Cateto 2°=+/2-4/2 =2

Cateto 4° = Hipotenusa 32 = /2-Cateto 3°=+/2-4/2-4/2 =22

Cateto 7 =Hipotenusa 6 =+/2-Cateto 6°=~/2-+/2-+/2:v/2-\/2-\2=2-2.2=8




b) El area de cada triangulo rectangulo, considerando un cateto como base

. C.C C? , ]
y el otro como altura, seria — =5 El area total seria la suma de las

areas de cada triangulo:
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Sumando las areas de los 7 primeros triangulos rectangulos, obtendriamos
2387°5

L_as canicas de colores

En un recipiente hay canicas de varios colores, rojas, verdes y
blancas. Responde a las siguientes preguntas teniendo en cuenta
que cada una de las preguntas siguientes es independiente, es
decir, los resultados de cada apartado no intervienen en los
demas apartados.

a) Si hay exactamente las mismas de cada color y es
necesario sacar 21 canicas para asegurar que hemos
sacado al menos una canica de cada color, ;Cuantas canicas hay en total? ¢Por que?

b) En esta ocasion, supongamos que hay mas del doble de canicas rojas que verdes, el
triple de verdes que blancas y blancas hay como mucho tres. ¢(Cuéntas canicas tengo
que sacar para asegurar que tengo dos rojas?

Respuesta:

a) Para asegurarnos de que hemos sacado al menos una canica de cada color, hay que
ponerse en el caso mas extremo, en el que hayamos sacado todas las del primer color y
todas las del segundo color. En esa situacién, ain habiendo sacado muchas canicas, no
tendriamos una de cada color (s6lo de dos colores) pero la siguiente canica tendrd que
ser del color que falta, porque ya no quedan mas. Puesto que 21=10+10+1, si hace
falta sacar 21 canicas para asegurarnos de tener una de cada color, es que habia 10
canicas de cada color.

b) Como antes, si sacamos todas las canicas blancas y verdes, las dos siguientes
necesariamente serian dos rojas. Como nos piden que nos aseguremos de tener dos
rojas, nos tenemos que poner en la situacion de que haya la mayor cantidad posible de
bolas blancas y verdes, ésto es, 3 blancas y 6 verdes. Sacando 11 canicas, seguro que
tendremos dos rojas.



Ejercicio 1. La coleccion de mariposas

Tenemos tres cajas: una roja, una verde y una azul y 8 mariposas iguales
Fijate en las siguientes equivalencias entre mariposas y nameros:
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a) ¢Qué numero corresponde a la siguiente configuracion de mariposas?

WW (WW W
WwW| | W

b) Teniendo en cuenta cuantos numeros diferentes se pueden formar, ¢de cuantas maneras se
pueden poner 8 mariposas iguales en tres cajas?

Respuesta:

a) Las codificaciones constan de ocho unos y dos ceros. Los unos representan las
mariposas y los ceros separan las cantidades de mariposas entre las distintas cajas. Asi, la
codificacion 1101110111 representa las cantidades de mariposas 2-3-3 y la codificacion
1110011111 representa 3-0-5. De esta manera, puesto que hay 4, 3 y 1 mariposas
respectivamente, la configuracion seria 1111011101

b) Cada configuracion contiene 8 unos (uno por cada mariposa) y dos ceros (las
separaciones entre cajas). Entonces cada configuracion corresponde a elegir donde poner los
dos ceros de entre un total de 10 posiciones (las otras 8 posiciones llevaran los unos). Para el
primer cero disponemos de 10 elecciones distintas y para el segundo cero disponemos de 9, ya
gue una ya ha sido ocupada. Esto hace un total de 10.9 = 90 elecciones posibles. Pero estamos
contando cada eleccion dos veces, ya que si elegimos, por ejemplo, poner el primer cero en la
posicién 1 y el segundo cero en la posicion 5, obtenemos la misma configuracién que si
elegimos la posicion 5 para el primer cero y la posicion 1 para el segundo. En total tenemos
90 : 2 = 45 configuraciones diferentes.

Prescindiendo de la codificacion con los ceros y unos, podriamos haber contado
también las diferentes maneras de colocar las mariposas de la forma siguiente:
e Si en la primera caja hay 0 mariposas, hay que repartir las 8 mariposas entre las dos
cajas restantes: 0-8, 1-7, 2-6, 3-5, 4-4, 5-3, 6-2, 7-1 u 8-0 — 9 posibilidades
e Si en la primera caja hay 1 mariposa, hay que repartir las otras 7 mariposas entre las
dos cajas restantes: 0-7, 1-6, ..., 7-0 — 8 posibilidades
e Si en la primera caja hay 2 mariposas, hay que repartir las otras 6 mariposas entre las
dos cajas restantes: 0-6, 1-5, ..., 6-0 — 7 posibilidades.
e Y asi sucesivamente hasta el caso de que en la primera caja haya 8 mariposas y en las
dos cajas restantes ninguna: 1 posibilidad.
Entotalhay 9+8+7+6+5+4+ 3+ 2+ 1=45posibilidades.



Ejercicio 2. Pesando estudiantes

Los pesos de todas las parejas posibles
formadas por un determinado nimero de
estudiantes de 22 de ESO son: 90 kg, 92
kg, 93 kg, 94 kg, 95 kg, 96 kg, 97 kg, 98 kg,
100 kg y 101 kg.

a) ¢Cuantos estudiantes son?

b) ¢Cudnto pesan en total?

¢) éCuales son los pesos individuales !
de cada uno?

Respuesta:

a) Puesto que hay 10 parejas, entonces son 5 estudiantes. Asi cada uno de los 5
estudiantes lo emparejamos con cada uno de los 4 estudiantes restantes, lo que resulta 5.4 =
20 parejas. Pero estamos contando cada pareja dos veces puesto que contamos Estudiantel
con Estudiante2 y también Estudiante2 con Estudiantel, que forman la misma pareja.

b) Si sumamos las diez parejas de pesos que nos dan, estamos contando el peso de cada
estudiante cuatro veces, ya que cada estudiante estd emparejado con los otros cuatro. Asi que
la suma de los pesos individuales sera la cuarta parte de la suma de los pesos de las parejas:

%(90 +92 +93+94+95+96+97+98+100+101) = %956 =239 kg.

c) Vamos a considerar los pesos de los 5 estudiantes en orden creciente. Por un lado, los
dos primeros juntos (los dos mas ligeros) pesan 90kg. y los dos Ultimos (los dos méas pesados)
101 kg. Como entre los 5 estudiantes pesan 239kg., el tercer estudiante pesa 239 — 90 — 101=
48 kg.

Como hemos dicho, el peso 90 kg. corresponde a la pareja Estudiantel-Estudiante2.
Ademas, el peso 92 kg. tiene que corresponder a la pareja Estudiantel-Estudiante3 ya que
pesa menos que la pareja Estudiante2-Estudiante3. El Estudiante3 pesa 48 kg. y junto con el
primero suma 92 Kkg., asi que el primero pesa 92 — 48 = 44 kg. El segundo pesa 46 kg. (para
que sume 90 kg. con el primero).

Los tres primeros pesos son 44, 46 y 48 que nos dan las sumas de pesos 90, 92 y 94. Para
que salga una suma 93 tiene que ser 44 + 49. Asi que el 4° estudiante pesa 49 kg. y el dltimo
101 - 49 =52 kg.

Los cinco pesos son 44 kg, 46 kg, 48 kg, 49 kg y 52 kg.



Ejercicio 3. Cuadrados en la cuadricula

Cada cuadradito de la cuadricula tiene 1 cm de lado. Fijate en las
distintas formas de construir cuadrados con vértices en puntos de la
cuadricula.

a) ¢Cual es el area de cada uno de los tres cuadrados dibujados?
Utilizando solo puntos de la cuadricula

b) ¢Podrias dibujar un cuadrado de area 10?

c) ¢Podrias dibujar un cuadrado de area 20?

d) Da un razonamiento de por qué no se pueden construir cuadrados
de area 12.

Respuesta:

a) La primera figura tiene 4 medios centimetros cuadrados asi que en total, 2 cm?
La segunda son 4 cm?
La tercera figura es un cuadrado central de 1 cm? y cuatro triangulos de 1 cm de base y

2cm de altura, es decir, 4 triangulos de %.1.2 —1cm?. En total 5 cm?

b) y o)




Ademas de la forma geométrica anterior, tambiéen
podemos calcular el &rea de cada cuadrado como la
medida H del lado, elevada al cuadrado. Ademas,
por el teorema de Pitagoras H? = a2 + b2, de manera
que el area de cada cuadrado es a? + b2 Lo
podemos comprobar, por ejemplo en los casos b) y
¢) anteriores: El area del cuadrado b) sera 3% + 12 =
10 cm? y el area del cuadrado c) sera 42 + 22 = 20
cm?.

d) Utilizando la idea anterior, comprobamos que
podriamos obtener cuadrados de area 02 + 12 = 1
cm? 12+12=2cm% 0°+22=4cm?% 12+ 22 =5
cm?; 22+22=8cm% 0°+32=9cm? 12+ 32=10
cm?; 22 + 32 =13 cm?. No es posible que tenga 12 cm?.

Ejercicio 4. Losetas pentagonales

Calcula el dngulo ABCde la figura, formada por cuatro pentagonos regulares.

B

Respuesta:

La suma de todos los angulos marcados en el dibujo del
pentagono vale cinco veces la suma de los angulos de cada uno de
los cinco triangulos en los que hemos dividido la figura, es decir,
5.180° = 900°. Si restamos los 360° que suman los cinco angulos
centrales, obtenemos que cada uno de los cinco angulos interiores

D A 900-360 _ 540

del pentagono (como el BAD) mide c =108°.

Como el angulo CAB es el suplementario de BAD entonces CAB (y por tanto también ACB) mide 72°.
Asi que el dngulo ABC pedido es 180 - 72 - 72 = 36°



Ejercicio 5. Numeros hemicapicuas

Sea un numero cualquiera con un nimero impar de cifras. Al apartar la cifra del medio queda
un ndmero de un namero par de cifras. Si en este nuevo nimero separamos la mitad cifras de
la derecha y la mitad de las cifras de la izquierda y ambas partes son iguales se dice que el
namero es hemicapicua. Si ademas solo se repiten las cifras de la primera parte tras la cifra
del medio, se llama al nimero hemicapicla especial.

Por ejemplo, los nimeros 1234123 y 2320232 son hemicapiclas, porque quedarian
separados en 123 4 123 el primero de ellos y en 232 0 232 el segundo. Ademas, el primero es
también especial pues 1,2,3 y 4 son distintas pero el segundo no pues el 2 se repite. El
numero 4567458 no es hemicapicua ya que quedaria 456 7 458.

a) ¢Cuantos nimeros hemicapicuas hay de tres, cinco y siete cifras?

b) ¢Y si los queremos hemicapicuas especiales?

c) Escribir todos los nimeros hemicapicuas especiales de cinco cifras tales que la suma
de sus cifras sea 6

Respuesta:

a) Para construir un namero hemicapicuta de tres cifras, solo hemos de buscar un namero de
dos cifras y repetir a la derecha la cifra de la izquierda. Por ejemplo, elegimos el 47 y
construimos el 474. Asi, tendremos tantos hemicapicuas de tres cifras como ndmeros
normales de dos cifras, que son 90 (del 10 al 99)

Para los de 5 cifras, haremos lo mismo pero escogeremos un nimero de tres cifras. Por
ejemplo, con el 375 construiriamos el hemicapicta 37537. Tendremos 900 ndmeros
(tantos como del 100 al 999)

Para siete cifras tendremos 9000 numeros (tantos como del 1000 al 9999)

b) Para construir un numero hemicapicta especial de tres cifras, el nimero de dos cifras del
que partimos, debe tener sus dos cifras distintas. Por ejemplo, el 33 no serviria porque
daria lugar al 333 que si es hemicapicua pero no especial. Asi que para la cifra de la
izquierda podemos elegir cualquier nimero del 1 al 9 (9 posibilidades) pero para la
siguiente, solo los numeros del 0 al 9 que no coincidan con el anterior (9 posibilidades en
lugar de las 10 del apartado a): en total 9.9 = 81 nimeros hemicapicuas especiales de 3
cifras.

Para los de 5 cifras, como las tres cifras elegidas tienen que ser distintas tenemos 9
posibilidades para elegir la primera cifra (del 1 al 9), otras 9 para la segunda (del 0 al 9
que no sea el anterior) y 8 para la tercera (del 0 al 9 que no sea ninguna de las dos
anteriores): total 9.9.8 = 648 numeros hemicapicuas especiales de cinco cifras.

Para siete cifras tendremos 9.9.8.7 =4536 hemicapicuas especiales.

c) Si la cifra central es 0, las dos primeras (y por tanto las dos ultimas) tienen que sumar 3.
Como no pueden tener el 0 (para que sea especial), s6lo puede ser 12012 y 21021.

No es posible que la cifra central sea 1 ni ninguno impar porque, como las dos primeras
son iguales que las dos ultimas (y por tanto suman lo mismo) la suma de todas seria
impar y no podria ser 6.

Si la cifra central fuese 2, cada una de las otras parejas tendria que sumar 2 y esto sélo se
obtiene con 1+1 6 2+0 con lo que el numero, atn siendo hemicapicua (como 20220) no
seria especial.

Si la cifra central fuese 4, cada pareja deberia sumar 1: s6lo tendriamos el ndmero
hemicapicua especial 10410.

Si la cifra central fuese 6, s6lo podriamos completar con ceros, que no daria nimeros de 5
cifras (ni especiales) y para cifras centrales mayores de 6, la suma seria mayor de 6.



